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摘 要：针对混沌振子微弱信号检测系统中初值影响检测系统输出状态的问题，利用广义胞映射方法对检测系统分岔点附近

的全局性态进行分析，根据所获得的数值分析结果，给出一种构成无误判性检测系统的方法，并进一步定义了响应步长作为

衡量检测速度的指标，利用该指标对无误判性检测系统响应微弱信号的速度进行了分析，所得的结论可为混沌振子检测系统

的工程实施提供有效的理论支撑。 
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Abstract：Considering the effect of initial value on the output state of chaotic oscillator based weak signal 
detection system, the paper has done an in-depth analysis on the global behavior nearby bifurcation point with 
generalized cell mapping method. According to the simulated numerical analysis results, a method for detection 
system without false positive rate is proposed. Response step is defined as the index to measure the detection speed, 
with which the speed of detection system responding weak signal has been analyzed. The conclusion provides 
support for implementation of chaotic oscillator detection system.  
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1 引言 

混沌振子微弱信号检测方法已经发展成为微弱信

号检测技术的一个分支，Duffing 振子方程及其变形方

程在混沌态到大尺度周期态（以下简称周期态）的分

岔行为具有对小信号敏感和对噪声免疫的特性，利用

这种特性实现微弱信号检测是目前混沌振子微弱信号

检测领域的研究热点，也是工程实施主要采用的检测

系统构建方法。学者对该检测系统进行了大量的研究，

其中，Brown 等人首先提出了应用 Duffing 振子的传感

机理[1]，Wang 对其进行了改进，通过微弱周期信号引

发的间歇混沌实现了一个频段内微弱信号的检测[2]，李

月等人的研究则侧重于混沌振子对强噪声中极微弱固

定频率信号的检测[3,4]，其后一段时期众多的研究工作

集中于在以上研究工作基础上对检测方法进行改进以

获得更好的检测效果[5-11]。 

从目前已发表的研究成果看，对检测系统构成机

理的研究主要集中于参数的敏感特性，很少有文献对

检测系统的初值敏感特性进行研究，仅仅认为初值敏

感特性与参数敏感特性是统一的，而实际上初值对检

测系统的影响重要且与参数敏感特性存在巨大的差异
[12-13]。针对初值敏感特性的研究工作，笔者在文献[14]

中对敏感集的研究较早涉及到了这一问题，文献[15]

进而对检测系统初值的选择进行了详细的研究工作，



而文献[16]中所提出的采用系统逆向相变检测微弱信

号的方法提及“系统初值的选取除考虑与参考信号初

相对应外，还应尽量使其靠近大周期轨道”，也显示了

检测系统初值的选择性，可见初值敏感特性对检测系

统的构成具有决定性的影响。此外，目前混沌振子微

弱信号检测主要应用于故障诊断等强噪声背景中信号

提取，研究工作注重于微弱信号特征是否可以被提取

出来，研究如何在更小的信噪比提取信号特征，并不

关注检测系统检测的速度[17-20]。随着混沌振子检测系

统更广泛的应用，更多的应用场景需要确切的知道检

测系统响应微弱信号的速度，目前尚未见到明确针对

响应速度方面的研究文献，而这个问题也可以在检测

系统初值敏感特性基础上进行研究。由于 Duffing 方程

为非线性方程，对其分析难以获得精确的解析解，该

文将根据前期研究工作结论，进一步利用基于数值计

算的胞映射方法对混沌振子检测系统全局性态进行分

析，得到关于初值敏感性影响的规律，进而获得构成

无误判检测系统的方法，可作为混沌振子检测系统构

建中参数选取的依据，并在此基础对混沌振子检测系

统的检测速度进行研究。 

2  混沌振子检测方法 

构成混沌振子微弱信号检测系统的 Duffing 方程

如式（1）所示。 
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其中： 0  为阻尼系数，  0cos   为周期策动

力，作为参考信号，  f x 为弹性恢复项，目前主要采

取两种形式，即   3  f x x x 或   3 5  f x x x ，由

于后一种恢复项的 Duffing 方程所构成检测系统具有

更加复杂的非线性动力学特性，对微弱信号更加敏感，

因此对其进行研究，结果更具有普遍适用性。本文将

该型混沌振子检测系统为研究对象，分析混沌振子检

测系统的构成方法和响应速度。 

令 1x x 、   2 01 / /x dx d  ，则式（1）加入

待检测微弱正弦信号及噪声干扰并写成状态方程形

式，如式（2）所示。 
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其中：    Input s y   为外部引入的湮没在噪

声中的微弱信号，  s  表示与检测系统周期策动力同

频同相的小信号，  y  表示强噪声。 

利用混沌振子实现强噪声背景中周期信号有无的

检测，采用的方法是将式（2）所示检测系统中周期策

动力的幅值  置于混沌态到周期态的相变临界点，当

加入包含小周期信号的待检测信号时，由于小周期信

号的作用，使系统输出状态从混沌态变化到周期态，

进而据此判断待检测周期信号的存在。图 1（a）显示

的是未加入弱周期信号时检测系统输出相轨迹（混沌

状态），图 1（b）显示的是加入待检测弱周期信号时检

测系统输出相轨迹（周期状态），从相图的变化可以清

晰的反映出待检测的弱信号是否存在。 

 
  (a) 混沌态            (b) 大尺度周期态 

     (a) chaotic state       (b) Large-scale periodic state 

图1 相轨迹图 

Fig.1 Phase track diagram 

通过相图只可以判断 Duffing 方程在某一参数下

的状态，为了进一步了解 Duffing 振子检测系统在微弱

信号检测过程中的非线性动力学特性，通过庞加莱映

射和分岔图对其进行分析。 

取截面   1 1, , |    x x ，其中 0 2   。

进 而 定 义 庞 加 莱 截 面 P ： θ θ  ， 令

 1 1  X x nT ，  2 2  X x nT ，即 1X ， 2X 为所

定义庞加莱截面的庞加莱映射。取 0  ，则庞加莱截

面表示为式（3）。 

  1 2, , | 0   x x                      (3) 

利用式（3）所定义的庞加莱截面的庞加莱映射获

得 Duffing 方程随周期策动力幅值  变化的分岔图， 

0 1  范围的分岔图如图 2 所示，其中图 2（a）是

通过 1X 分量获得的分岔图，图 2（b）是通过 2X 分量

获得的分岔图。从图 2（a）可以看到在 0.73  附近

出现了清晰的相变（混沌态到大尺度周期态），而图 2

（b）则可以看到在 0.73  附近存在一个混沌态和周

期态共存的过程，如图 2（b）中右上角虚线圆圈所标

示区域所示，所选取的庞加莱截面可以从 2X 分量上看



  

到该吸引子共存状态，而 1X 分量的截取角度掩盖了这

一特性。 

 
(a) 1X 分量 

(a) Component 1X  

 
 (b) 2X 分量 

(b) Component 2X  

图2 分岔图 

Fig.2 Bifurcation diagram 

可见，在利用   3 5f x x x   的 Duffing 方程构成

微弱信号检测系统的时候，分叉的临界点处于混沌吸

引子与周期吸引子共存的状态，也即从不同的初始值

出发的轨迹可能收敛于混沌吸引子或者收敛于周期吸

引子，检测系统方程的初值选取对检测系统的性质和

状态具有决定性的作用，因此该检测系统的初值分布

特性对该检测系统具有重要的影响。 

3  混沌振子检测系统的构成方法 

3.1 混沌振子检测系统的全局性态分析 

全局性态是研究针对任意一个初值，系统在大范

围内的长期发展、最终结局、各种运动形态和分界情

况等，对于动力学特性丰富的非线性系统通过解析方

法获得其全局性态是十分困难的，但可通过计算机获

得数值分析结果。胞映射方法是进行非线性动力系统

全局分析有力的数值方法，基本思想是将连续状态空

间 nR 离散化为胞状态空间 nC ，胞映射动力系统方程包

含了原动力系统的一切动力学特性[21-22]。根据广义胞

映射算法的思想，此处依然采用式（3）所示的庞加莱

截面，取截面上  1 23 2, 2 3      D X X 的区域为

所感兴趣的区域，对该区域构造胞映射，区域以内的

为正规胞，区域以外的所有胞看作是一个胞称为陷胞，

把区域 D 区分为  150 150 个胞。图 3（a）和图 3（b）

分别显示了 0.716  和 0.730  时的广义胞映射图，

为了图形的清晰，图中仅仅显示了吸引子和吸引域边

界。吸引域边界表示了混沌吸引子吸引域和周期吸引

子吸引域的分界。 

分析过程中，从 0.7  开始，逐渐增加  ，以

0.001  为步进增大周期策动力的幅值，依次获得其

广义包映射图，发现 0.715  时检测系统的相空间中

只存在混沌吸引子，且所选区域都是混沌吸引子的吸

引域，当 0.715 0.733  时相空间中共存一个混沌吸

引子与一个周期吸引子，而 0.733  时相空间中仅仅

存在单一的周期吸引子（即大尺度周期态的吸引子）。

图 3（a）表示系统刚刚由单一混沌吸引子变化到混沌

吸引子与周期吸引子共存的状态，此时混沌吸引子距

离吸引域边界较远，而周期吸引子距离吸引域边界较

近，图 3（b）显示了增大  的值直至系统即将由吸引

子共存的状态变化到单一周期吸引子的情况。在  逐

渐增大的过程中，混沌吸引子逐渐靠近吸引域边界，

而周期吸引子逐渐远离吸引域边界。 

 
(a) 0.716  时吸引子和吸引域边界 

(a) The attractor and basin boundary with 0.716   



 
(b) 0.730  时吸引子和吸引域边界 

(b) The attractor and basin boundary with 0.730   

图 3 吸引子、吸引域边界：（*）表示混沌吸引子，（.）表

示周期吸引子，（.）表示了吸引域的边界区域 

Fig.3 The attractor and basin boundary: for the chaotic attractor (*), for the 

periodic attractor (.), and for the boundary set (.). 

观察图 3（a）和图 3（b）所示的全局分析结果，

可以看到两张图上的混沌吸引子形状和尺寸基本没有

变化，这表明在周期策动力幅值  增大的过程中，周

期吸引子吸引域在逐渐加大，随之吸引域边界逐渐变

薄，直到周期吸引子的吸引域碰撞到混沌吸引子，从

而混沌吸引子消失，相空间中只存在周期吸引子。 

3.2 混沌振子检测系统的构成方法分析 

由 3.1 中的分析可知，不能抛开初值而研究检测系

统的构成，结合图 2 所示的分岔特性，利用混沌态到

周期态的相变原理构成连续的检测系统可以通过两种

方法实现，两种方法都是在未加入待检测信号时，检

测系统输出稳定于混沌吸引子，在加入待检测信号时，

在检测系统自身的周期策动力和待检测信号共同作用

下导致系统输出状态由混沌态变化为周期态。 

第一种方法将检测系统周期策动力的幅值设置于

1=  ， 1=  时相空间中两个吸引子共存，且混沌吸引

子较靠近周期吸引子吸引域，例如 1 0.73  ，选取混

沌吸引子吸引域中的点作为检测系统初值，在未加入

待检测信号时检测系统输出为混沌态，加入待检测信

号后，在检测系统周期策动力和同频率待检测信号的

共同作用下，混沌吸引子及其吸引域消失，原混沌吸

引子所处位置变为周期吸引子的吸引域，从而经过一

定的时间后检测系统输出为周期态。采用该方法构成

检测系统，混沌吸引子与周期吸引子吸引域的距离越

短则可以响应更加微弱的待检测信号，同样噪声免疫

特性也越差。该种方法构成检测系统，实现了极微弱

周期信号的检测，但是该方法所构成的检测系统比较

容易受到噪声的干扰，噪声的作用可以等效于初值的

改变，单纯噪声的影响也可能会使检测系统输出状态

发生变化，导致误判[14]。 

第二种方法是设置检测周期策动力幅值为 2=  ，

2=  时检测系统相空间只存在混沌吸引子，如

2 0.71  ，如此噪声的叠加不会导致系统输出状态的

变化，而加入待检测的周期信号后周期策动力幅值为

3=  ，如 3 0.74  ，在此状态下系统空间只存在周期

吸引子，同样噪声的叠加也不会导致系统输出状态恢

复到混沌态，由该检测方法所构成检测系统的检测结

果是可靠的、无误判的。 

根据以上对两种检测系统构成方法的分析，虽然

第二种构成方法使检测系统对待检测信号的分辨力较

低，但是仅有第二种方法可以实现可靠的、无误判的

检测系统工程实施，因此相比于第一种方法，对第二

种检测系统构成方法的机理和检测性能进行深入研究

具有更加重要的意义。 

4  混沌振子检测系统的响应速度 

4.1 响应速度衡量指标定义 

在构成基于混沌振子的微弱信号检测系统过程中

可采取两种工程实施方式，其中之一是直接由 Duffing

振子模拟电路构成检测系统，另外一种则是通过 AD

转换器加数字信号处理器构成基于数据采集的检测系

统。无论采取哪一种实施方式，自待检测信号输入时

刻起至检测系统输出状态改变的时间都是一项重要的

指标，其表征了检测系统对输入信号的响应速度。在

检测系统的工程实施中，响应速度应能够满足具体应

用场景对结果输出时间的要求，而之前的研究工作主

要集中于检测功能的实现，未见针对检测结果输出反

应时间的研究。 

为了对检测系统的检测速度进行定量和定性分

析，尝试定义响应步长来衡量检测系统的响应速度，

响应步长定义为在一定的周期策动力信号幅值增量条

件下，检测系统输出从混沌态转变到周期态时所需要

经历的周期数。也即在 0=  时系统输出为混沌状态，

0 0= +   变化增量 0 时系统输出为周期态，以  由

0=  变化到 0 0= +   时为计时起点，至系统输出为

周期态时为计时终点，所计时间 t nT 为响应时间，

其中T 为周期策动力信号的周期， n 为所经历的周期



  

数， n 也即所定义的响应步长。 

4.2 响应速度仿真分析 

待检测的微弱信号加入到检测系统时，检测系统

输出轨迹相当于，在幅值为 0 0= +   的周期策动力作

用下，以未加入微弱信号时系统状态为初值的轨迹，

因此，可以在 0=  时取混沌吸引子中的任意轨迹，考

察其在 0 0= +   时的响应步长，进而获得关于响应速

度的结论。由于混沌轨迹的内随机性，在待检测信号

加入时刻混沌轨迹在混沌吸引子中的位置是不确定

的，需要对全部轨迹进行分析，这一点决定了只能在

统计意义上获得关于响应速度的结果。上述两种混沌

振子检测系统的实施方法都无法控制其轨迹位置，因

此无法通过实际检测系统对响应步长进行分析，该文

采用 Matlab 数值仿真的手段，选取混沌吸引子中的多

条轨迹研究其在微弱信号作用下的变化，获得响应步

长统计意义上的结果。 

庞加莱截面体现了系统全部的动力学特性，式（3）

所示定义的庞加莱截面上的轨迹点显示了混沌吸引子

的一个截面，可以看作是 0  时的初值。由于混沌轨

迹在混沌吸引子中的遍历性，因此可以在庞加莱截面

上取一定数量的轨迹点作为检测系统初值，分别考察

这些初值在周期策动力幅值增大过程中的变化轨迹，

以获得关于检测系统响应速度的规律。具体实施则是

通过统计某一初值出发的轨迹在到达周期吸引子过程

中穿越该庞加莱截面的次数，所得穿越的次数就该初

值位置在一定幅值周期小信号作用下的响应步长。 

设 =0.71 ，此时系统输出处于稳定的混沌态，选

取混沌吸引子轨迹在所定义庞加莱截面上连续 104 个

轨迹点，存储于集合Φ中。将周期策动力的幅值增大

为 =0.74 ，分别以集合Φ中的点作为初值，计算从这

些初值出发，直到收敛于周期吸引子所经过的周期数，

得到响应步长 n ，统计计算集合Φ中的所有 104 个初

值所获得的响应步长，并进行概率化处理，获得响应

步长小于等于某一整数 N 的概率值  1 =P P n N ，如

图 4（a）所示，图中横轴表示响应步长，纵坐标表示 1P

概率值。从图 4（a）中可以看出，该条件下，检测系

统中最小的响应步长值为 6，即在 =0.03 作用下，至

少需要 6 个周期系统输出状态才可能从混沌态变化到

周期态。进一步对图 4（a）中的数据进行处理，获得

响 应 步 长 小 于 等 于 某 一 整 数 N 的 概 率 值

 2P P n N  ，即在 =0.03 作用下混沌吸引子轨迹

在 N 步内到达周期吸引子的概率。 

 
(a) 1P 曲线 

(a) Curve of 1P  

 
(b) 2P 曲线 

(b) Curve of 2P  

图4 =0.03 时响应步长的概率分布 

Fig.4 Probability distribution of Response step with =0.03  

采取相同的方法，进一步加大周期策动力的幅值，

取 =0.75 ，数值仿真结果如图 5 所示，图中数据表示

含义与图 4 相同。图 5（a）所示结果显示，在 =0.04
作用下，响应步长的最小值为 5，表示至少需要 5 个周

期检测系统输出状态才可能从混沌态变化到周期态。

同理也可以获得概率值  2P P n N  ，如图 5（b）所

示。较之于图 4 曲线所示，图 5 中的曲线有了明显的

变化，显示有更多的初值出发的轨迹以更小的响应步

长到达周期吸引子。 

 
(a) 1P 曲线 

(a) Curve of 1P  

 
(b) 2P 曲线 

(b) Curve of 2P  

图5 =0.04 时响应步长的概率分布 

Fig.5 Probability distribution of Response step with =0.04  

进一步取 =0.76 ，数值仿真结果如图 6 所示，图



中数据表示含义与图 4、图 5 相同。图 6（a）显示，

在 =0.05 作用下，响应步长的最小值为 4，表示至少

需要 4 个周期系统输出状态才能从混沌态变化到周期

态。同理可以获得概率值 2P ，如图 6（b）所示。较之

于图 5 曲线所示，图 6 中的曲线也显示有更多的初值

出发的轨迹以更快的速度达到了周期吸引子。 

 
(a) 1P 曲线 

(a) Curve of 1P  

 
(b) 2P 曲线 

(b) Curve of 2P  

图6 =0.05 时响应步长的概率分布 

Fig.6 Probability distribution of Response step with =0.05  

对比图 4、图 5 和图 6 所显示的数值分析结果，随

着  的增加，响应步长的最小值变小，这表示待检测

信号的幅值越大，会在更短的时间内实现检测结果输

出。图 4（a）、图 5（a）和图 6（a）的依次变化显示

随着  的增加，获得更小响应步长的的初值点的数量

增多，这一点在图 4（b）、图 5（b）和图 6（b）所示

的结果中得到了更加清晰的体现。图 4（b）显示

0.03  条件下只有 90%所选初值在 50 步内到达了

周期吸引子，图 5（b）显示 0.05  条件下全部所选

初值在 50 步内到达了周期吸引子，而图 6（b）显示，

0.05  条件下全部所选初值在 45 步内到达了周期

吸引子。 

总结本节的分析可知，在统计意义上，混沌振子

检测系统实现微弱信号检测的过程中，待检测信号的

幅值越大，则可以获得更快的响应速度，如果检测过

程中对待检测信号的幅值具有一定的先验知识，则可

以根据所得响应步长的概率分布得出检测系统响应微

弱信号输出的最短时间和最长时间范围，保障检测系

统的可靠实施。 

5  结论 

本文对混沌振子检测系统的动力学特性进行了研

究，发现一类常用混沌振子检测系统的相平面存在混

沌吸引子和周期吸引子共存特性。连续的全局性态分

析结果显示，在检测系统分岔点附近，当 0.715  时，

检测系统的相空间中只存在混沌吸引子；当

0.715 0.733  时，检测系统的相空间中共存一个混

沌吸引子与一个周期吸引子；当 0.733  时，检测系

统的相空间中仅存在周期吸引子。根据所得全局性态

分析结果，提出了可靠的、无误判性的检测系统实现

方法。在上述结论基础上，定义了响应步长作为衡量

指标对检测系统响应微弱信号的速度进行了分析，结

果显示，待检测信号幅值越大，越可以得到统计意义

上的快速检测，在具备微弱信号幅值的先验知识条件

下，可以预先设置检测系统响应时间的范围，可以在

在时间段上确保检测系统输出的可靠判断。 
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